Corrigédu TD 3: Arithmétique et polynébmes
| Jean Sébastien ROY

Polyndmes

[ Préliminaire utile dans la suite :
[ > wi t h(nunt heory):
Warni ng, new definition for order

Unefactorisation difficile

[ > factor (x"2458+x"1229+1);

Warni ng, conputation interrupted

[ Manifestement Maple n'y arrive pas. Que dire de 1229 ?
> isprinme(1229);

true

'est probablement un nombre premier (pas sir, car isprime est un test probabiliste). De plus :

2*1229;
2458

Factorisons donc quelques polyndmes de la forme x"2p+x"p+1 avec p premier.
> seq(factor(x"(Z* )+x"p+l) p=seq(ithpri ms(| ),i=3..5));

Tiens donc.

C

L

[ Clairement x"2+x+1 reviens partout.
.

{x =X x4 x A, X2 - 11+x9—><8 o x4,
C

Bon caal air clair. Mais pourquoi cela?
> expand((x"(2*p) +x"p+1) *(x"p-1));

| [ Ok: voir la propriété donnée dans |'énoncé.
Un peu d'arithmétique

[ Vérifions la propriété proposée pour de petites valeurs de n
{> seq(n*(n”6-1) nod 7,n=1..10);

[ Tout vabien. On factorise donc :
> Factor(n*(n?6-1)) nod 7;

> factor(n*(n"6-1)) nod 7;

Ce n'est pas vraiment le résultat souhaité.
Et avec msolve ?
( > nsol ve(n*(n”6-1)=0, 7);

[ Ok. Le produit de 7 entiers consécutif est forcement divisible par 7.

| [ Ok: Tout entier est solution.

Racinesrationnelles de polynémes de Z[ X]

I si p/qirréductible est racine de an*x"n+...+a0 alors :
an*p*n=-g* (a(n-1)* p(n-1)+...+a0*q"n-1) c'est adire:

| De meme p divise a0.

Un exemple:
[ > poly:=27*(x-4/3)*(x-7/9);

expand( pol y);

> | coeff(poly,x);
27
> tcoeff(poly,x);
28

D'oulafonction :
> possi bl es:

Varning, “i" in aII to “seq is not |ocal
jTin

Reste a ne selectionner que les 'vraies racines.

N
{
{
E> di vi sors(28);
|
|
[

[> estnul:=(v,p,Xx) -> subs(x=v,p)=0:

[> vraies:= (p, X, poss) -> select(estnul, posspagéi():

(O +x+1) (X0 =x1 +x17 —x16 34 % 511 X0 3@ ¥ ¥ ¥ x 1}
Regardons |es polyndmes cyclotomiques.
> cyclotom c(3, x);
X2+x+1

> seq(cycl ot om c(3*p, x), p=seq(ithprinme(i),i=3..5));

x0T —x Mt xB X0 i X W K M x 1t

3
) -1

0,0,0,000,0,00,0

Bien noter I'utilisation de Factor et non pas de factor. Ici c'est 'mod' qui travaille.

{n=n}

q divise an*p™n. Or g est premier avec p et donc avec p”*n et donc q divise an.

{1,2,4,7,14, 28}

(p,x) -> {seq(seq(i/j,]=divisors(lcoeff(p,x))),

[ Et on utilise select pour ne prendre dans les possibles (poss) que les vraies racines :

(C+x+1) & -x" +x° -x* +>< X ), C+x+1) (X2 = xM +x® —x8 HE o ¢ x 1),

n(n+6)(n+5)(n+2)(n+4)(n+3)(n+1)

n(n+6)(n+1)(nP+n+1) (n>+6n +1)

[ Application : Faisons une fonction qui renvoie tous les nombres répondant ala condition nécessaire que I'on vient de démontrer.

-

27x>-57x +28

i =di vi sors(tcoeff(p,x)))}:

VMr ni ng call to "seq” is not |ocal

> p053| bI es(poly, x);
28 28 2861 11442224777 141414
{39241 B 535759327 9327392727 9 3°

On crée une fonction qui renvoie true (vrai) si 'v' est une racine du polynéme 'p' d'indéterminée 'x' :



[ On combineletout :
[> toutesracines := (p,x) -> vraies(p, X, possibles(p,x)):
[ Résultat :

> toutesraci nes(poly,x);

L [ Great!
Fractionsrationnelles

Décomposition en ééments simples
[> q:=(X"3+x"2-x+1) [ (- 3*X+7*X"2- 3*X"3+7*Xx"4) ;
_ X3 +x% -x +1
= Bx+72 30 +7 %

> convert (q, parfrac, x);
11+143 1 +13+7x

3x 87 7x-3 29 1+%

[ Avouonsle: la décomposition en éléments simple n'est pas un sujet trés passionant.
r> convert(q,fullparfrac,x);

595 3 581
+

11, 2523 58— 5046~
3x o =%1 x=_a
%1 := RootOf(-3 +7_Z -3_Z2 +7_2Z°)

m> convert (", radical);
7 3 7+3
11 143 1 58 58 58 58
-+ + +
3 x 609 3 x=1 X+
X=7

Siuiites de Sturm

[ Question 1 : 1l suffit de diviser par le PGCD de P et P
Prenons un exemple :
> pol y: =(x-1)"3*(x-2)"4*(x-3)"5;
{ poly := (x=1)% (x - 2)*(x-3)°
[ Lafonction simples divise un polynome P par le PGCD de P et P
[> sinmples:=(p,x) -> expand(p/gcd(p,diff(p,x))):
> factor(sinples(poly,Xx));
{ (x=1) (x=2) (x=3)
[ Question 2 : Il sagit de |'agorithme d'Euclide (300 av JC).
[ Question 3 : Exprimer larelation de récurence sans modulo et remplacer Pk(x) par O.
Question 4 : Sturm(P,x) ne change de valeur que pour un x pour lequel un des Pk sannule.
Mais comme quand un Pk sannule, pour k>0, Pk-1 et Pk+1 ont un signe different, peu importe comment Pk se comporte autour de x, Sturm(P,x)
ne change pas de valeur. Ainsi le seul changement possible est pour PO(x)=P(x)=0
[ Question 5 : Quand x croit, au moment ot P(x) sannule, Sturm(P,x) decroit de 1 (quelque soit le signe de P"). D'ou la propriété cherchée.
Appliquons :
[ D'abord, une fonction recusive renvoyant la suite de sturm a partir d'un certain rang :
[ > Sui t eDeSt ur MAPCR: =pr oc( p0, p1,x);if pl=0 then pO el se pO0, SuiteDeStur MPCR( pl, -renm(p0, pl, X), X)
fi;end:
[ Puissoninitialisation :
[> SuiteDeSturm =(p, x) -> [SuiteDeSturmAPCR(si npl es(p, x), diff(sinmples(p,x),x),x)]:
[ Unexemple:
> Sui t eDeSt ur m( pol y, x);

é@—ze +11x -6,3x° - 12x +11, —%+§x, lé
[ Une version légérement modifiée pour avoir les changements de signe :
[ > Si gnesSt ur MAPCR: =pr oc(p0, p1,x); if pl=0 then 0 el se
abs(si gnun{p0) - si gnum(pl)) +Si gnesSt ur mMPCR( p1, - ren( p0, pl, x),x) fi;end:
[ > SignesSturm =(p, x) -> SignesStur mMPCR(si npl es(p, x),diff(sinmples(p,x),x),x)/2:
[ Exemple:
> Si gnesSturn{poly,Xx);

1 1 1
§| signum(x® = 6x* +11x —6) —signum(3x* - 12 x +11)| +§| signum(3x® - 12 x +11) - signum(x - 2) | +§|signum(x—2) -1

> spol y: =unappl y(", x):
>

Calculons le nombre de racines réelles :
> limt(spoly(x),x=-infinity)-limt(spoly(x),x=infinity);
3

E spol y(-10); .
{> spol y(3/2); )
{> spol y(5/2); L
{> spol y(10); 0
|
L

The End.
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