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E
x 1 : O

utils élém
entaires d'étude d'une suite

O
n considère la suite u(i)=

1/i^2, pour i>
0

>
 

re
sta

rt;
D

éfinition
>

 
u

 :=
 i ->

 1
/i^2

;

 :=
 

u
 →

 
i

1i 2

C
alcul des prem

iers term
es

>
 

se
q

(u
(i),i=

1
..1

0
);

,
,

,
,

,
,

,
,

,
1

14
19

116
125

136
149

164
181

1100
M

onotonie
>

 
d

:=
sim

p
lify(u

(i)-u
(i-1

));

 :=
 

d
−

 − 
2

i
1

i 2
(

)
 − 
i

1
2

A
 noter : assum

e / is ne m
archent quasim

ent JA
M

A
IS

. Ici, c'est juste pour le principe.
>

 
a

ssu
m

e
(i>

=
1

);
>

 
is(d

<
0

);
tru

e
O

n efface l'assum
e

>
 

i:=
'i';

 :=
 

i
i

T
race l'evolution de la suite (bien noter la position des crochets)

>
 

p
lo

t([se
q

([i,u
(i)],i=

1
..1

0
)],style

=
p

o
in

t);

Lim
ite de la suite

>
 

lim
it(u

(i),i=
in

fin
ity);

0

E
x 2 : C

onvergence d'une série
>

 
re

sta
rt:

 T
out d'abord, on définit une fonction renvoyant le term

e général du D
S

E
 de ln(1+

x) :
>

 
te

rm
e

 :=
 (i,x) ->

 (-1
)^(i+

1
)*x^i/i; :=

 
te

rm
e

 →
 

(
)

,ix
(

)
-1

(
)

 + 
i

1
x

i

i
P

age 1

P
uis on défini une fonction renvoyant la som

m
e des 

n
 prem

iers du D
S

E
 en 

x :
>

 
a

p
p

ro
xL

n
 :=

 p
ro

c(n
,x) lo

ca
l 

i;a
d

d
(e

va
lf(te

rm
e

(i,x)),i=
1

..n
);e

n
d

;
 :=

 
a
p
p
ro

xL
n

proc(
)

end
,n

x
local

;i
(

)
add

,
(

)
evalf

(
)

term
e

,
i

x
 = 

i
 .. 

1
n

A
 noter : on a utilisé add et non pas sum

. Le prem
ier effectue la som

m
e num

érique term
e 

a term
e, alors que le second est adapté aux calculs sym

boliques (quand 
n n'est pas connu 

par exem
ple).

D
e plus, on effectue un 

evalf sur le term
e à ajouter, afin de ne jam

ais conserver de 
fractions, qui ralentiraient le calcul.
E

nfin, l'utilisation d'une variable locale (
local) n'est pas obligatoire, m

ais préférable avec 
add (raisons obscures).
L'approxim

ation de ln(2) fournie par M
aple :

>
 

e
va

lf(ln
(2

));
.6931471806

P
uis la notre avec 10000 term

es :
>

 
a

p
p

ro
xL

n
(1

0
0

0
0

,1
);

.6930971837
U

tiliser le D
S

E
 de ln((1+

x)/(1-x)) revient a utiliser le D
S

E
 de ln(1+

x) et ln(1-x) en x tq 
(1

+
x)/(1

-x)=
2

O
n resoud :

>
 

so
lve

((1
+

x)/(1
-x)=

2
);

13
O

n applique notre form
ule avec 17 term

es :
>

 
a

p
p

ro
xL

n
(1

7
,1

/3
)-a

p
p

ro
xL

n
(1

7
,-1

/3
);

.6931471804
Le resultat est bien m

eilleur. L'explication tient dans le term
e en x^i du D

S
E

. Q
uand 

x=
1/3, il tend très rapidem

ent vers 0, ce qui n'est pas le cas quand x=
1.
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E
x 3 : R

écurrence linéaire
>

 
re

sta
rt;

D
efinition d'une suite recurrente :

'option rem
em

ber' rends le calcul beaucoup plus rapide, en m
em

orisant toutes les valeurs 
calculees de la suite, ce qui, pour une suite doublem

ent récursive, évite de calculer de 
nom

breuses fois chaque valeur.
A

ttention à l'ordre et à la syntaxe ; d'abord f:=
proc ... et ensuite la definition des valeurs 

initiales.
>

 
f:=

p
ro

c(n
) o

p
tio

n
 re

m
e

m
b

e
r; 1

0
*f(n

-1
)-1

6
*f(n

-2
); e

n
d

:
>

 
f(1

):=
2

0
:f(2

):=
-8

:
C

alcul des prem
iers term

es
>

 
se

q
(f(i),i=

1
..5

);
,

,
,

,
20

-8
-400

-3872
-32320

R
esolution de la recurence (utiliser un nom

 different pour la suite (ici u à la place de f), 
sinon m

aple cherche a calculer sa valeur sym
boliquem

ent)
>

 
rso

lve
({u

(n
)=

1
0

*u
(n

-1
)-1

6
*u

(n
-2

),u
(1

)=
2

0
,u

(2
)=

-8
},u

(n
));

−
 + 

8
n

14
2

n

D
efinition non recursive (ne pas m

ettre de ->
 quand on utilise unapply)

>
 

u
:=

 u
n

a
p

p
ly(%

,n
);

 :=
 

u
 →

 
n

−
 + 

8
n

14
2

n

C
alcul de la lim

ite
>

 
lim

it(u
(n

),n
=

in
fin

ity);
−∞

C
alcul d'un equivalent en +

infinity (ne pas oublier de m
ettre un ordre)

>
 

a
sym

p
t(u

(n
),n

,2
);

−
 + 

8
n

(
)

O
2

n

E
x 4.1 : R

écurence du type u(n+
1)=

f(u(n)), exem
ple 1

>
 

re
sta

rt;
>

 
f:=

 x ->
 sq

rt(3
*x-2

);
 :=

 
f

 →
 

x
 − 

3
x

2
Ici 'option rem

em
ber' n'est pas vraim

ent necessaire (la suite n'est pas doublem
ent 

recursive)
>

 
u

:=
 n

 ->
 f(u

(n
-1

));
 :=

 
u

 →
 

n
(

)
f

(
)

u
 − 

n
1

>
 

u
(0

):=
1

.5
;

 :=
 

(
)

u
0

1
.5

>
 

u
(3

);
1.723072433

>
 

se
q

(u
(i),i=

1
..1

0
);

1.581138830
1.656326203

1.723072433
1.780229564

1.827755096
1.866350794

,
,

,
,

,
,

1.897116860
1.921288781

1.940068644
1.954534710

,
,

,
La fonction m

arche renvoie les extrem
ites d'un petit segm

ent vertical.
>

 
m

a
rch

e
:=

 i ->
 ([u

(i),u
(i)],[u

(i),u
(i+

1
)]):

E
n tracant plusieurs m

arche on cree l'escalier. (bien noter la position des crochets, com
m

e 
toujours)
>

 
se

q
(m

a
rch

e
(i),i=

0
..2

);
[

]
,

1
.5

1
.5

[
]

,
1

.5
1

.5
8

1
1

3
8

8
3

0
[

]
,

1.581138830
1.581138830

,
,

,
[

]
,

1.581138830
1.656326203

[
]

,
1.656326203

1.656326203
,

,
[

]
,

1.656326203
1.723072433

>
 

p
lo

t([%
]);
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E
n nom

ant chacun des graphes (avec un ':' a la fin des expressions pour eviter l'horrible 
charabia de m

aple). E
t en utilisant plots[display] on arrive a superposer des graphes.

>
 

p
1

:=
p

lo
t([se

q
(m

a
rch

e
(i),i=

0
..2

0
)]):

A
vec [f(x),x] on trace sim

ultanem
ent y=

f(x) et y=
x.

>
 

p
2

:=
p

lo
t([f(x),x],x=

0
.5

..2
.5

,co
lo

r=
[g

re
e

n
,b

lu
e

]):
>

 
p

lo
ts[d

isp
la

y]({p
1

,p
2

},sca
lin

g
=

co
n

stra
in

e
d

);

Les points fixes :
>

 
so

lve
(f(x)=

x,x);
,12

D
(f) represente la fonction derivee de la fonction f.

>
 

D
(f);

 →
 

x
32

1 − 
3

x
2

>
 

e
va

lf(D
(f)(2

));
.7500000000

Le point x=
2 est attractif.

>
 

e
va

lf(D
(f)(1

));
1.500000000

E
t x=

1 est repulsif.
O

n choisit une nouvelle valeur initiale pour la suite.
>

 
u

(0
):=

0
.9

5
;

 :=
 

(
)

u
0

.9
5

>
 

p
3

:=
p

lo
t([se

q
(m

a
rch

e
(i),i=

0
..2

0
)]):

>
 

p
lo

ts[d
isp

la
y]({p

3
,p

2
},sca

lin
g

=
co

n
stra

in
e

d
);
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A
 partir de quelques term

es, la suite n'est plus définie.

E
x 4.2 : R

écurrence du type u(n+
1)=

R
*u(n)*(u(n)-1)

P
our le corrigé de cet exercice, on se réfèrera au corrigé du T

D
 sur les suites de 1998 (voir 

les 5/2).

E
x 4.3 : R

écurrence du type u(n+
1)=

f(u(n))
>

 
re

sta
rt;

>
 

f:=
x->

(1
+

x^2
)/2

;

 :=
 

f
 →

 
x

 + 
12

12
x

2

>
 

u
:=

 n
 ->

 f(u
(n

-1
));

 :=
 

u
 →

 
n

(
)

f
(

)
u

 − 
n

1
Q

uelles sont les lim
ites possibles de la suite si elle converge ?

>
 

so
lve

(f(x)=
x,x);

,11
1 est donc la seule lim

ite possible.
>

 
fa

cto
r(f(x)-x);

12
(

)
 − 

x
1

2

f(x)>
x donc la suite est croissante.

>
 

p
lo

t([x,f(x),f(x)-x],x=
-2

..2
,sca

lin
g

=
co

n
stra

in
e

d
,co

lo
r=

[b
l

u
e

,g
re

e
n

,re
d

]);

P
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S
i u(0)>

1
>

 
u

(0
):=

1
.1

:
>

 
m

a
rch

e
:=

 i ->
 ([u

(i),u
(i)],[u

(i),u
(i+

1
)]):

>
 

p
1

:=
p

lo
t([se

q
(m

a
rch

e
(i),i=

0
..2

0
)]):

>
 

p
2

:=
p

lo
t([f(x),x],x=

-1
..2

,co
lo

r=
[g

re
e

n
,b

lu
e

]):
>

 
p

lo
ts[d

isp
la

y]([p
2

,p
1

],sca
lin

g
=

co
n

stra
in

e
d

);

La suite est croissante, elle ne peut etre m
ajoree car sinon elle convergerait vers une lim

ite 
superieure a 1 (ce qui est im

possible)
A

utres cas :
>

 
a

ssu
m

e
(x<

-1
):is(f(x)>

1
);

tru
e

>
 

x:=
'x':

D
onc si u(0)<

 -1, u(1)>
1, on est donc ram

ene au cas precedent.
S

i u(0)=
1 ou u(0)=

-1, la suite est constante egale a 1 a partir de u(1).
S

i 0<
u(0)<

1 :
>

 
a

ssu
m

e
(x>

-1
,x<

1
):is(f(x)<

1
);

tru
e

>
 

is(f(x)>
0

);
tru

e
>

 
x:=

'x':
D

onc pour tout n >
 1 , u(n) est com

pris entre 0 et 1. La suite est croissante m
ajoree par 1, 

elle converge, vers 1 car c'est la seule lim
ite possible.

>
 

u
(0

):=
-0

.2
:

>
 

p
3

:=
p

lo
t([se

q
(m

a
rch

e
(i),i=

0
..2

0
)]):

>
 

p
4

:=
p

lo
t([f(x),x],x=

-0
.4

..1
.2

,co
lo

r=
[g

re
e

n
,b

lu
e

]):
>

 
p

lo
ts[d

isp
la

y]([p
4

,p
3

],sca
lin

g
=

co
n

stra
in

e
d

);
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E
x 5 : R

ecurence à solution polynom
iale

>
 

re
sta

rt;
>

 
e

q
1

:=
n

*u
(n

+
2

)-5
*u

(n
+

1
)-(n

+
1

)*u
(n

);
 :=

 
e
q
1

 − 
 − 

n
(

)
u

 + 
n

2
5

(
)

u
 + 

n
1

(
)

 + 
n

1
(

)
u

n
L'operateur '.' concatene les elem

ents autour de lui.
>

 
a

 . 2
;

a
2

>
 

a
d

d
((a

.i)*n
^i,i=

0
..3

);
 + 

 + 
 + 

a
0

a
1

n
a

2
n 2

a
3

n
3

>
 

p
:=

u
n

a
p

p
ly(%

,n
);

 :=
 

p
 →

 
n

 + 
 + 

 + 
a

0
a

1
n

a
2

n 2
a

3
n

3

N
e pas se trom

per sur l'ordre des param
etres de la fonction subs.

Ici on substitue une fonction (u) par une autre (p).
>

 
su

b
s(u

=
p

,e
q

1
);

 − 
 − 

n
(

)
p

 + 
n

2
5

(
)

p
 + 

n
1

(
)

 + 
n

1
(

)
p

n
>

 
co

lle
ct(%

,n
);

 + 
 − 

 − 
 − 

 − 
(

)
−

 − 
2

a
2

3
a

3
n

2
(

)
−

 − 
 − 

4
a

1
7

a
3

6
a

2
n

6
a

0
5

a
3

5
a

2
5

a
1

A
ttention. si on avait divisé eq1 par n, coeffs ne m

archerait pas car l'expresion ne serait 
pas vraim

ent un polynom
e.

>
 

co
e

ffs(%
,n

);
,

,
−

 − 
 − 

4
a

1
7

a
3

6
a

2
−

 − 
2

a
2

3
a

3
−

 − 
 − 

 − 
6

a
0

5
a

3
5

a
2

5
a

1
>

 
so

lve
({%

});
{

}
,

,
,

 = 
a

3
2

a
1

 = 
a

1
a

1
 = 

a
2

−3
a

1
 = 

a
0

0
>

 
su

b
s(%

,p
(n

));
 − 

 + 
a

1
n

3
a

1
n

2
2

a
1

n
3

>
 

u
:=

u
n

a
p

p
ly(%

,n
);

 :=
 

u
 →

 
n

 − 
 + 

a
1

n
3

a
1

n
2

2
a

1
n

3

>
 

sim
p

lify(e
q

1
);

0
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E
x 6 : S

uite de fonctions
>

 
re

sta
rt;

E
tudier la convergence sim

ple sur [0,1] de
>

 
f:=

 (x,n
) ->

 n
*(x^3

+
x)*e

xp
(-x)/(n

*x+
1

);

 :=
 

f
 →

 
(

)
,x

n
n

(
)

 + 
x

3
x

e
(

)
−
x

 + 
n

x
1

A
ppellons l la lim

ite sur ]0;1]
>

 
l:=

u
n

a
p

p
ly(lim

it(f(x,n
),n

=
in

fin
ity),x);
 :=

 
l

 →
 

x
(

)
 + 

x
2

1
e

(
)

−
x

aille ! M
aple est rapide m

ais peu rigoureux car :
>

 
f(0

,n
);

0
T

racons les graphes
>

 
p

lo
t([se

q
(f(x,n

),n
=

1
..1

0
),l(x)],x=

0
..1

,sca
lin

g
=

co
n

stra
in

e
d

,co
lo

r=
[re

d
$

1
0

,b
lu

e
]);

P
uis la convergence uniform

e sur [a,1], a>
0

>
 

sim
p

lify(l(x)-f(x,n
));

(
)

 + 
x

2
1

e
(

)
−
x

 + 
n

x
1

P
as d'espoir de m

axim
iser sur un intervale de type [a,1] : m

aple ne l'authorise pas.
O

n se rabbat sur la m
axim

isation du num
erateur seulem

ent (et on fait le denom
inateur a la 

m
a

in
)

>
 

m
a

xim
ize

(n
u

m
e

r(%
),x,0

..1
);

1
D

onc l(x)-f(x,n)<
1/(na+

1) et la convergence uniform
e

N
on-convergence uniform

e sur ]0,1], par exem
ple avec x=

1/n
>

 
lim

it(l(1
/n

)-f(1
/n

,n
),n

=
in

fin
ity);

12
D

'ou le resultat souhaite.

P
age 8


